TESIS DE MAESTRIA

Homeomorfismos en
tres-variedades hiperbdlicas
con velocidad de escape
positiva

Elena Gomes

2024

Orientadores

Santiago Martinchich y Rafael Potrie

MAESTRIA EN MATEMATICA
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
MONTEVIDEO, URUGUAY



Resumen
En este trabajo se estudian propiedades dindmicas de homeomor-
fismos en tres-variedades hiperbdlicas observando su interaccién con
una foliacién de codimensién 1.

Una foliacion de una tres-variedad M se dice R-covered cuando su
espacio de hojas es homeomorfo a R, y uniforme si todo par de hojas
de la foliacion levantada al cubrimiento universal estdn a distancia
Hausdorff finita una de otra. Decimos que un homeomorfismo f :
M — M homotépico a la identidad tiene velocidad de escape positiva
con respecto a una foliacion R-covered uniforme si las érbitas en el
cubrimiento universal (por un levantado de f a distancia acotada de
la identidad) tienden a infinito en el espacio de hojas.

En la tesis se prueba que un homeomorfismo homotépico a la
identidad en una tres-variedad hiperbdélica con velocidad de escape
positiva con respecto a una foliaciéon R-covered uniforme posee infi-
nitos compactos invariantes disjuntos.

Abstract
In this work we study dynamical properties of homeomorphisms of
hyperbolic three-manifolds by observing their interaction with a codi-
mension 1 foliation.

A foliation of a three-manifold M is called R-covered when its leaf
space is homeomorphic to R, and it is uniform if every pair of leaves
of the lifted foliation to the universal cover are a finite Hausdorff
distance appart. We say that a homeomorphism f : M — M, which
is homotopic to the identity, has positive escape rate with respect
to an R-covered uniform foliation if orbits (of a lift of f which is a
bounded distance appart from the identity) in the universal cover go
to infinity in the leaf space.

We prove that a homeomorphism of a hyperbolic three-manifold
which is homotopic to the identity and has positive escape rate with
respect to an R-covered uniform foliation has an infinite number of
disjoint, compact, invariant sets.
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Introduccion

La teoria de los sistemas dindmicos busca entender el comportamiento a
largo plazo de las 6rbitas de un sistema que evoluciona en el tiempo. En este
sentido, muchas preguntas que surgen naturalmente son acerca de la existen-
cia de orbitas periddicas o conjuntos invariantes. Dado que este trabajo trata
sobre dindmica de homeomorfismos en tres-variedades, tiene sentido referir
primero a resultados conocidos en dimensiones menores. La teoria de rotacion
es una herramienta poderosa para predecir propiedades dindmicas de homeo-
morfismos del circulo y de superficies. El lector es referido a la introduccion
de [GGL]| por un repaso sobre esta teorfa. En dimensién 3 se puede definir la
velocidad de escape a infinito de homeomorfismos homotépicos a la identidad,
del mismo modo que se define en dimensién 2, donde se vincula también con
la teoria de rotacién (ver [GGL] y [Bo]).

En esta tesis estudiaremos homeomorfismos en dimension 3 con velocidad
de escape positiva en un sentido particular. Supondremos que existe una folia-
ciéon F de M por superficies, con la propiedad de ser lo que se dice R-covered y
uniforme. Esto significa que el espacio de hojas' es homeomorfo a R, y que los
pares de hojas en el cubrimiento universal estdn a distancia Hausdorff finita.
Nos restringiremos ademads al contexto de tres-variedades hiperbdlicas, aque-
llas que son cocientes del espacio hiperbélico H® por un subgrupo discreto
de isometrias. En algunos sentidos puede decirse que estas son la mayoria de
tres-variedades (ver [T1]), lo que puede ser una motivacién en si misma para
su estudio. Ademaés de esto, las restricciones que impone la hiperbolicidad a
la topologia de la variedad significaran herramientas importantes para nuestro
trabajo. En la seccién 2 mencionaremos algunas de estas restricciones. Una
gran familia de 3-variedades hiperbdlicas admite foliaciones R-covered unifor-
mes, por ejemplo aquellas que admiten flujos de Anosov R-covered, es decir,
flujos de Anosov cuyas foliaciones estable e inestable (débiles) son R-covered
(ver, por ejemplo, [F], [FoH]|, [BI], [B]). Diremos que un homeomorfismo ho-
motopico a la identidad en una tres-variedad hiperbdlica tiene velocidad de
escape positiva con respecto a una foliacion R-covered uniforme, si las érbitas
en el cubrimiento universal? tienden a infinito en el espacio de hojas.

El resultado principal de la tesis es el siguiente.

Igs decir, el espacio cociente del cubrimiento universal M por la foliacién levantada.
2Nos referimos a las érbitas por un levantado al cubrimiento universal que esté a dis-
tancia acotada de la identidad.



8 INTRODUCCION

TEOREMA 1. Sea F una foliacion R-covered y uniforme de una 3-variedad
hiperbdlica cerrada M. Si f : M — M es un homeomorfismo homotépico a la
identidad con velocidad de escape positiva con respecto a F, entonces existen
infinitos compactos no vacios de M, disjuntos, invariantes por f.

Veremos que un homeomorfismo con velocidad de escape positiva respecto
de una foliacién uniforme cumple que los puntos en el cubrimiento universal
tienden a infinito con velocidad positiva. De hecho, veremos que tienden a
infinito con velocidad positiva en el espacio de hojas en un sentido que preci-
saremos. En particular, el Teorema 1 implica que un tal homeomorfismo no
puede ser minimal.

En ese sentido el tema de la tesis se relaciona con el problema general
de describir los flujos y homeomorfismos minimales en tres-variedades. Una
conjetura actualmente abierta es que no existen flujos minimales en la esfera
S3 (|Go]), aunque si hay ejemplos de homeomorfismos minimales. M4s atin,
en [FH] se construyen ejemplos de homeomorfismos minimales en cualquier
tres-variedad de Seifert, que son las que admiten foliaciones por circulos. Sin
embargo, estas variedades no son hiperbdlicas.

En su articulo [G], Goodman da un método para construir flujos de Ano-
sov en una familia de variedades hiperbdlicas y, gracias a un teorema de Plante
([P1)), las foliaciones estable e inestable fuerte de estos flujos de Anosov son
minimales en el sentido de que sus hojas son densas en la variedad. Esto provee
una forma de obtener flujos minimales en algunas tres-variedades hiperbdlicas.
Como explicamos en la Seccién 1.3, el tiempo ¢ de estos flujos es un homeo-
morfismo minimal, para muchos valores de de t € R. No obstante, veremos
en la Seccién 1.4 que estos homeomorfismos tienen velocidad cero de escape a
infinito.

Si f: M — M es un homeomorfismo minimal homotépico a la identidad
en una 3-variedad hiperbdlica, las 6rbitas tienden a infinito en el cubrimiento
universal (ver Seccién 4). En la misma linea, una pregunta que nos podemos
hacer es la siguiente. ;Puede ser que las érbitas escapen a infinito con wvelo-
cidad positiva? Actualmente no se conocen ejemplos de homeomorfismos que
cumplan esto, lo cual lleva a pensar que quizas la respuesta sea negativa.

Un caso particular del Teorema 1 interesante por si mismo es en el que
la foliacién estd dada por una fibracién. Si M = S x R/ ~ es la variedad
suspensién de un homeomorfismo de tipo pseudo-Anosov® en una superficie
hiperbdlica S, el tiempo ¢ > 0 del flujo suspensién en M (Seccién 1.2) es un
homeomorfismo con velocidad de escape positiva respecto de la foliacion F por
fibras de M. Del mismo modo, cualquier homeomorfismo en M que se levante
a uno en S X R de la forma

f('r7 t) = (g(xv t), t+ h(CC, t)),
con h acotada inferiormente por una constante positiva, tiene velocidad de
escape positiva con respecto a F. El Teorema 1 implica que un tal homeomor-
fismo no puede ser minimal. Ideas con un espiritu similar a las del Teorema

3Es decir, un homeomorfismo cuya accién en m1(S) no tiene elementos periédicos.
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1 se manejan en [Fa], y podrian acaso usarse para intentar dar una prueba
alternativa en el caso de la suspension.

La estrategia de la prueba del teorema estd fuertemente inspirada en ar-
gumentos que Barthelmé, Fenley, Frankel y Potrie dan en [BFFP1].

La herramienta més importante que usaremos es la existencia de un flujo
pseudo-Anosov requlador para la foliacion F, que cumple el rol del flujo sus-
pension del ejemplo anterior. Se trata de un flujo ¢ : M — M transverso a la
foliacion, tal que las drbitas de su levantado ¢ al cubrimiento universal inter-
sectan toda hoja de la foliacién levantada F, y de modo que, para cualquier
par de hojas de JF, el flujo lleva cualquier punto de una a la otra en tiempo
finito. Ademas, ¢ es un flujo pseudo-Anosov, lo que definiremos en la Seccién
2.1, pero que intuitivamente significa que ¢ preserva dos foliaciones singulares
de M y lejos de finitas drbitas singulares es localmente modelado en un flujo
de Anosov topolégico (ver [C1]).

Una propiedad relevante de los flujos pseudo-Anosov es que poseen infinitas
orbitas periddicas, y que estas son homotdpicamente no triviales. En la prueba,
el hecho de que el homeomorfismo f sea isotdpico a la identidad nos permitird
ver que un buen levantado f al cubrimiento universal esta relativamente cerca
del flujo ¢. De este modo, siendo v € (M) representada por una érbita
periédica ¢ de ¢, consideraremos ¢ la drbita de ¢ que es levantada de J y es
fija por . Construiremos un cerrado 7', C M invariante por f y por v tomando
un entorno tubular suficientemente grande de § e intersectdandolo con todos
sus iterados por f.

FicurA 1. Construccién de 7.

Finalmente, veremos que si v y 1 son representadas por 6rbitas peridédicas
distintas, sus cerrados invariantes asociados, T’ y T}, se proyectan a compactos
invariantes disjuntos en M.



Capitulo 1

Ingredientes del Teorema 1

1. Foliaciones

1.1. Definiciones. Intuitivamente, una foliacion de una variedad es
una particion de esta en subvariedades conexas de la misma dimension, a
las que llamamos hojas, de forma tal que localmente se ve como la particion
{R™ x {z}}rcrm de R™ x R™.

DEFINICION 1.1 (Foliacién). Sea M una variedad de dimensién m. Una
foliacion C" de dimensién n de M es un atlas F de M que es maximal con las
siguientes propiedades.

1. Si (U, ) € F, existen discos abiertos Uy, U; de R™ y R™ respectiva-
mente, tales que p(U) = Uy x Us.

2. Los cambios de coordenadas 1 o o=t : o(UNV) = (U NV) son
funciones C” de la forma

Yoy (z,y) = (hi(z,y), ha(y))
para (x,y) € (U NVy) x (Ua N Va).

11



12 1. INGREDIENTES DEL TEOREMA 1

Sean F una foliacién C” de dimensién n de una variedad M de dimensién
m>n,y (Up) € F tal que p(U) = Uy x Uy C R™ x R™ ™. Los conjuntos de
la forma ¢~ 1(U; x {c}), con ¢ € Uy, se laman placas de U. Fijado ¢ € Us, el
mapa

‘P‘Ellx{c}Ul x{c} - U
es una inmersién C”, de modo que las placas son subvariedades C" de M de
dimension n. Ademads, dos placas de U o bien coinciden o bien son disjuntas.

Un camino de placas de F es una secuencia finita p1,...,pr de placas de
F tal que p; Np; # 0 para todo i =1,...,k — 1. Se define en M la relacién de
equivalencia ~ de manera que x ~ y si y solo si existe un camino de placas de
F, p1,...,pk, con T € p1 e y € pi. Las clases de equivalencia de esta relacion
se llaman las hojas de F. Las cartas (U,¢) € F inducen en las hojas de F
una estructura de variedades C" ([CL, Thm. 1]). Por conveniencia notaremos
L € F para decir que L es una hoja de JF.

Decimos que una foliacién C° es de tipo C%! si sus hojas son variedades
C' cuyo espacio tangente varia continuamente. El siguiente resultado es [C2,
Clly. 3.5].

TeEOREMA 1.1 (Calegari). Sea F una foliacion C° de una tres-variedad
compacta M. Luego M admite una estructura diferenciable que hace que la
foliacion F sea de tipo CO'.

A partir de ahora supondremos que toda foliaciéon mencionada es de tipo
C%! va que esto simplificard nuestro trabajo, por ejemplo, a la hora de medir
longitudes dentro de las hojas. Gracias al teorema de Calegari, no estaremos
perdiendo generalidad con respecto a considerar una foliacién C°.

1.2. Foliaciones R-covered y uniformes. De aqui en méds trabaja-
remos en variedades de dimension 3 y, salvo que se explicite otra cosa, las
foliaciones consideradas seran de dimensién 2. La referencia general para esta
seccién es el libro [C1, Caps. 4y 9].

Sea M una tres-variedad y 7 : M — M su cubrimiento universal. Toda
foliacién F de M se levanta a una foliaciéon F de M. El cociente de M definido
por la particion en hojas de JF se llama el espacio de hojas de F, y vamos a
notarlo M /F. Cuando F no tiene componentes de Reeb!, el espacio de hojas es
una variedad de dimensién 1, aunque no es necesariamente Hausdorff (ver [C1,
C. 4]). Sin embargo, en este trabajo nos interesardan unicamente las foliaciones
cuyo espacio de hojas es homeomorfo a R, llamadas R-covered.

DEFINICION 1.2. Una foliacién de dimensién 2 de una tres-variedad se dice
R-covered cuando su espacio de hojas es homeomorfo a R.

Ademas de esto, consideraremos foliaciones con la propiedad de que cual-
quier par de hojas en el cubrimiento universal estan a distancia Hausdorff
finita.

Wer por ejemplo [CL, Cép. VII, §5]
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DEFINICION 1.3. Sea F una foliacién R-covered de dimensién 2 de una tres-
variedad M. Se dice que F es uniforme si, para todo par de hojas L, L' € F,
existe C' > 0 tal que L estd contenida en el C' entorno de L' y viceversa.

Un ejemplo de foliaciones R-covered uniformes de variedades compactas
son los fibrados por superficies sobre el circulo. Mas adelante veremos otros
ejemplos.

2. Tres-variedades hiperbdlicas

2.1. Definicién y ejemplos. En lo que sigue notaremos por H? al es-
pacio hiperbdlico de dimensién 3.

DEFINICION 1.4. Una tres-variedad M se dice hiperbdlica cuando existe un
subgrupo discreto I' del grupo de isometrias de H?, tal que M es homeomorfa
al cociente H3/T.

En esta tesis nos restringimos al estudio de tres-variedades hiperbdlicas
compactas. El ejemplo mas representativo de una tres-variedad hiperbodlica
compacta es el de la suspensién de un homeomorfismo pseudo-Anosov en una
superficie hiperbdlica. Sean S una superficie hiperbélica compactay f: S — S
un homeomorfismo. Consideramos el espacio cociente

My =S x[0,1]/ ~

donde identificamos los puntos (z,1) y (f(z),0), para todo = € S. El espacio
M es una tres-variedad compacta que llamamos la suspension de f. Thurston
probé ([T1]) que el homeomorfismo f es de tipo pseudo-Anosov, es decir que
acttia en 71(S) sin elementos periédicos, si y solo si My es hiperbdlica.

El Teorema de Agol ([A]) asegura que este es virtualmente el inico ejemplo
de tres-variedad hiperbdlica compacta.

TEOREMA 1.2 (Agol). Si M es una tres-variedad hiperbdlica compacta,
existe un cubrimiento finito p: M — M tal que M es una suspension.

2.2. Topologia de tres-variedades hiperbdlicas. Siendo M una 3-
variedad hiperbdlica, llamaremos (M) a su grupo fundamental, que identi-
ficaremos con el grupo de transformaciones de cubrimiento de M. Una prueba
del siguiente teorema se encuentra en [doC, Thm. 12.3.2].

TEOREMA 1.3 (Preissmann). Si M es una variedad riemanniana compacta
de curvatura negativa, todo subgrupo abeliano de w1 (M) es ciclico infinito.

El Teorema de Preissmann implica que el grupo fundamental de una va-
riedad hiperbélica no tiene subgrupos isomorfos a Z2. De hecho, se tiene la
siguiente caracterizacién, conjeturada por Thurston en [T1] y probada en su
totalidad por Perelman en [Pel],[Pe2a] y [Pe2b].

TEOREMA 1.4 (Thurston-Perelman). Una tres-variedad compacta M es
hiperbdlica si y solo si su grupo fundamental es infinito, no tiene subgrupos
isomorfos a 72, y mo(M) = 0.
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Que (M) sea trivial significa que todo mapa de la esfera S? en M es
homotépico a una constante.

2.3. Homeomorfismos en tres-variedades hiperbdlicas. El Teore-
ma 1 trata sobre homeomorfismos homotépicos a la identidad. Resulta que en
una tres-variedad hiperbdlica esta hipdtesis no es demasiado restrictiva, pues-
to que todo homeomorfismo de una tres-variedad hiperbdlica compacta tiene
un iterado homotépico a la identidad. Esto es consecuencia de un resultado
sorprendente debido a Mostow, del que se puede encontrar una prueba en [M].

TEOREMA 1.5. Todo homeomorfismo en una tres-variedad hiperbolica com-
pacta es homotdpico a una isometria.

Por otra parte, se sabe que el grupo de isometrias de una tres-variedad
hiperbélica compacta es finito. De hecho, vale el siguiente teorema ([K]).

TEOREMA 1.6. Un grupo es finito si y solo si es el grupo de isometrias de
alguna tres-variedad hiperbolica compacta.

Esto nos da el siguiente corolario.

COROLARIO 1.7. Todo homeomorfismo en una tres-variedad hiperbdlica
compacta tiene un iterado homotdpico a la identidad.

Para un homeomorfismo f : M — M homotopico a la identidad decimos
que un levantado f M — M es un buen levantado cuando f conmuta con
la accién de 71 (M). Observar que, en ese caso, f estd a distancia acotada de
la identidad. Se cumple que, si f; es una homotopia con fo = idy f1 = f,
entonces fl es un buen levantado de f, siendo ft la homotopia levantada de
ft tal que fo = id.

2.4. Foliaciones de tres-variedades hiperbdlicas. Sea M una tres-
variedad hiperbdlica. Consideraremos siempre en M la métrica hiperbdlica de
H3. Dados dos puntos z,y € M escribiremos d(z,y) para denotar la distancia
entre ellos dada por esta métrica. Usualmente escribiremos también d(A, B)
para significar el infimo de las distancias entre puntos de dos subconjuntos A
y B de M.

Supongamos que F es una foliacién de M y sea F su levantado a M. Re-
cordar que suponemos siempre que JF es de tipo C%'. En particular, esto nos
permite medir distancias dentro de las hojas de Fa partir de la métrica indu-
cida en ellas por la de M.Size y son dos puntos en la misma hoja L € f;'",
notaremos por dy,(x,y) a la distancia dentro de L entre x e y. También notare-
mos por dr,(A.B) al infimo de las distancias entre puntos de los subconjuntos
Ay Bde L.

Usaremos a menudo la siguiente notacion, siendo € > 0, L € f;’, X CLe
Y C M.

B(Y,e):={z €M :d(z,Y) < e}
Br(X,e) ={rx e L:dp(z,X) < e}
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Enunciaremos ahora una propiedad muy 1til de las foliaciones de tres-
variedades hiperbdlicas.

DEFINICION 1.5. Un homeomorfismo ¢ : X — Y entre dos espacios métri-
cos es una quasi-isometria si existe una constante C' > 1 tal que

Cldx(z,2') — C < dy(q(z),q(z")) < Cdx(z,2") + C,

para todos z,z’ € X.
En ese caso, la constante C se llama la constante de quasi-isometria de g,
y también se dice que ¢ es una C'-quasi-isometria de X en Y.

Una consecuencia del Teorema de Candel ([Cal) es la siguiente.

TEOREMA 1.8. Sea F una foliacion R-covered de una tres-variedad hi-
perbolica compacta. Existe una contante C' > 1 tal que toda hoja de F es
C-quasi-isométrica al plano hiperbélico H?.

3. Homeomorfismos minimales

Un homeomorfismo f : X — X de un espacio métrico X se dice minimal
cuando el unico subconjunto cerrado no vacio de X que es f-invariante es el
propio X. Equivalentemente, f es minimal si toda 6rbita de f es densa en X.
Del mismo modo, un flujo ¢ : R x X — X es minimal cuando sus 6rbitas son
densas en X. Se dice que el flujo es transitivo si tiene alguna orbita densa.

Una manera de obtener ejemplos de flujos y homeomorfismos minimales
en 3-variedades es a través de la construccién de flujos de Anosov.

DEFINICION 1.6. Un flujo ¢; : M — M en una 3-variedad riemanniana
cerrada M se dice de Anosov cuando el fibrado tangente admite una descom-
posicién continua T'M = E* @ E°@® EY invariante por la accién del diferencial
D¢y, de modo que E° es tangente a las orbitas de ¢, y D¢, contrae E° y
expande E* con tasa uniforme.

La compacidad de M implica que la cualidad de un flujo en M de ser de
Anosov no depende de la métrica riemanniana elegida ni de la parametrizacion
concreta del flujo.

Es consecuencia del Teorema de la variedad estable ([KH, Thm. 17.4.3])
que los fibrados E%, E*, B¢ ® E" y E°® E* de un flujo de Anosov son ini-
camente integrables. Esto significa que existen foliaciones F*, F*, F y F
tangentes respectivamente a ellos, y estas foliaciones son las dnicas con esta
propiedad.

Una foliacion de M se dice minimal cuando todas sus hojas son densas
en M. Un flujo de Anosov transitivo cumple la siguiente propiedad, debida a
Plante ([P1]).

TEOREMA 1.9 (Plante). Sea ¢y : M — M un flujo de Anosov en una
variedad compacta M. Si @, es transitivo, entonces o bien las foliaciones F*
y F* son minimales, o p; es la suspension de un difeomorfismo de Anosov
definido en una subvariedad compacta de codimension 1 de M.
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En el caso en que M es una 3-variedad hiperbdlica, sabemos que M no tiene
toros incompresibles (es decir, que Z2 no se inyecta en 71 (M)), lo cual implica
que todo flujo de Anosov en M es transitivo, gracias a un teorema de Brunella
([Br]). Por otra parte, la tnica superficie compacta que admite difeomorfismos
de Anosov es el toro T2. Como la suspensién de un difeomorfismo en T? no
es una variedad hiperbdlica (dado que tiene toros incompresibles), tenemos el
siguiente corolario.

COROLARIO 1.10. Si ¢, : M — M es un flujo de Anosov en una tres-
variedad hiperbdlica compacta, las foliaciones F° y F* son minimales.

Supongamos que ¢; : M — M es un flujo de Anosov en una tres-variedad
hiperbdlica compacta M. Si hy es un flujo definido a partir de cualquier para-
metrizacién de F*,sus érbitas son densas por el corolario anterior. Esto implica
que su tiempo t es un homeomorfismo minimal para un conjunto residual de
t € R. El flujo h; se llama flujo horociclico (inestable) asociado a ¢y.

En [G], Goodman introdujo una forma de construir flujos de Anosov en una
familia de tres-variedades hiperbdlicas, lo cual, por la observacion anterior, nos
da una familia de ejemplos de homeomorfismos minimales en tres-variedades
hiperbdlicas. Para otros ejemplos, ver también [F2] y [FoH].

4. Velocidad de escape

Sean M una 3 variedad hiperbélica compacta y f : M — M un homeo-
morfismo homotépico a la identidad. Consideramos f un buen levantado de f
a M. Diremos que f escapa a infinito con velocidad positiva si se cumple

n
lim inf M >0
n n
para todo x € M.

En realidad, la definicién anterior tiene sentido incluso si M no es hiperbdli-
ca, siempre que sea compacta y su cubrimiento universal sea homeomorfo a R3.
En este sentido, un primer ejemplo de homeomorfismo con velocidad de escape
positiva a infinito es el del tiempo 1 de un flujo generado por un campo cons-
tante en el toro T3. Més adelante hablaremos de ejemplos en tres-variedades
hiperbdlicas.

Un ejemplo importante de homeomorfismos con velocidad de escape cero es
el de los construidos a partir del flujo horociclico asociado a un flujo de Anosov,
mencionados en la seccién anterior. Supongamos que ¢y : M — M es un flujo
de Anosov en una tres-variedad compacta M. Si h; es una parametrizacion
de la foliacién inestable fuerte de ¢, se cumple para todo s,t > 0 la relacién
¢t 0 hs = hget © ¢r. Esto implica que en M, la distancia entre un punto z y su
imagen hg(x) por el flujo levantado estd acotada por d(z, hs(z)) < 2t + se™

para todo t > 0. De modo que limg_, o M = 0.

Sif: M — M es un homeomorfismo minimal, entonces las 6rbitas por f
tienen que escapar de todo compacto en el cubrimiento universal. Esto es pues,
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Ficura 1. El flujo horociclico tiene velocidad de escape cero.

si la 6rbita de z € M es acotada, su clausura es un compactoAf—invariante C.
Su frontera C es un compacto f-invariante sin interior en M, de modo que
0C' se proyecta a un compacto f-invariante sin interior en M. Asi que f no
podria ser minimal.

Dado que los ejemplos conocidos de homeomorfismos minimales en tres-
variedades hiperbdlicas se reducen al tiempo ¢ de flujos horociclicos de flujos de
Anosov, y estos tienen velocidad de escape cero, tiene sentido hacerse la pre-
gunta sobre si todo homeomorfismo minimal en una tres-variedad hiperbdlica
tiene velocidad de escape cero.

El Teorema 1, entre otras cosas, responde a un caso particular de esta pre-
gunta: cuando la velocidad de escape es positiva con respecto a una foliacion,
el homeomorfismo no puede ser minimal.

Sea J una foliacién R-covererd en M. Llamamos F a su levantado al cu-
brimiento universal M. Fijamos una identificacién del espacio de hojas con R,
de modo que tiene sentido decir que una hoja L de JF esta por encima de otra,
L', lo que notaremos por L > L'.

Definamos ahora la velocidad de escape con respecto a una foliacién. Su-
pongamos que F es R-covered y uniforme, y sea f : M — M un homeomor-
fismo homotoépico a la identidad y f su buen levantado. Para cada z € M

consideramos la sucesién de hojas Ly () donde Ly(z) es la hoja por f™(z).
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DEFINICION 1.7. Decimos que f tiene wvelocidad de escape positiva con
respecto a F si para todo z € M, se cumple que limsup,, L, (z) es infinito en
el espacio de hojas.

Veamos algunos ejemplos. Si M es la variedad suspensién de un homeo-
morfismo pseudo-Anosov en una superficie hiperbdlica S, como en el ejemplo
de la Seccién 2.2, el flujo suspension esta dado por la proyeccion a M del flujo
Gr S X R — S x R definido por ¢u(z,s) = (x,s + t). El tiempo 1 del flujo
suspension tiene velocidad de escape positiva con respecto a la foliacién de M
por fibras.

Si en el ejemplo del flujo en el toro T3 consideramos la foliacién F ortogonal
a las drbitas del flujo, el tiempo 1 de este tiene velocidad de escape positiva
con respecto a F.

En el capitulo siguiente mencionaremos otra forma de construir homeo-
morfismos con velocidad de escape positiva con respecto a una foliacién.

La proposicién que sigue se obtiene de [C1, Thm. 9.15 y Lemma 9.10].

PROEQSICIC’)N/}/.H. 51 F es R-covered y uniforme, existe un homeomorfis-
mo Z : M/F — M/F que conmuta con la accion de w1 (M) en M/F, y una
constante ¢ > 0 tales que, para toda hoja L € F se tiene d(L, Z(L)) > c.

Un tal homeomorfismo Z se llama un mapa de estructura de F. Suponga-
mos que f : M — M es un homeomorfismo homotdpico a la identidad y que
f es su levantado destacado a M. Escribiremos fk > Z para decir que, para
toda L € F y todo x € L, la hoja por F¥(z) estd por encima de Z(L).

LEMA 1.12. Si f: M — M tiene velocidad de escape positiva con respecto
a F, entonces existe k € N tal que f* > Z.

DEMOSTRACION. Veremos primero que alcanza encontrar K > 1 de modo
que para todo = € M exista ky € {1,...,K} parael cual L(f*(z)) > Z(L(x)).
Supongamos que existe tal K. Dado que ]7 estd a distancia acotada de la
identidad, existe m € N tal que L(f¥(z)) > Z~™(L(x)) para todo = € My
k € {1,...,K}, puesto que la distancia entre toda hoja y su imagen por Z
estd uniformemente lejos de cero. Consideremos la funcién h : M — M dada
por h(z) = fke (x). Observar que h podria no ser continua. Para cada x € M
sean

ng = méx{n : h*(z) = f/(z), para j < (m+ 1)K}
Y Jo tal que fI=(z) = h"= (z).
AFIRMACION 1.13. Para todo x € M es Je=Kmyng >m+1.

DEMOSTRACION. Sea y = fi*(z). Luego k™11 (z) = fFv(y) = fi=thu(z),
y ky < K. Si fuera j, < Km, tendriamos j, + ky, < K(m + 1), contradiciendo
la definicién de n,. Esto significa que j, > Km y, por lo tanto, también
ng > m+ 1. ]
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Veremos que f(m+1)K > Z. Para todo z, por la afirmacién anterior es

(m+ 1)K — j, < K. Por definicién de m esto implica que
L(f0 08 (@) > 27 (L(f7 (2))).
Por otra parte, es
f(m+1)K($) — f(m+1)K_jxﬁx () = f(m+1)K_jmhnx (2).
Observar ademés que h > Z por definicién, asi que, como n, > m + 1,
LR (@) > 2L @)) > 27727 (L)) > Z(L(a))

Ahora probemos que existe un K como antes. Si no fuera asi, habria una
sucesién x, € M de puntos tales que L(f/(x,)) < Z(L(x,)) para todo j €
{1,...,n}. Por compacidad de M, a menos de tomar una subsucesion, existen
elementos v, € 71 (M) tales que 7,x, converge a un punto z € M. Gracias a
que fy Z conmutan con la accién de w1 (M) y que esta preserva la orientacién
del espacio de hojas, sigue siendo L(f?(vn2n)) < Z(L(ynxy)) para todo n y
j €{1,...,n}. Por hipétesis sabemos que la érbita de z tiende a infinito en el
espacio de hojas, asf que existe j tal que L(f’(x)) > Z?(L(x)). Sea N tal que
para todo n > N se cumpla Z(L(vy,2,)) < Z?(L) (se puede por continuidad
de Z) y también L(f’(yoxn)) > Z?(L(z)) (existe por continuidad de f7). En
particular cuando n > j tendrfamos que L(f’(y,2y)) > Z(L(yny)), lo que

da una contradiccion.

0

En particular, como la distancia entre cualquier hoja L € F y sus iterados
Z™(L) tiende a infinito con n, resulta que f escapa a infinito con velocidad
positiva. Esto justifica el nombre wvelocidad de escape con respecto a F.

COROLARIO 1.14. Si f : M — M tiene velocidad de escape positiva con
respecto a F, entonces f escapa a infinito con velocidad positiva.

5. Enunciado del Teorema 1 y consecuencias
Recordemos el resultado principal de la tesis.

TEOREMA 1. Sea F una foliacion R-covered y uniforme de una 3-variedad
hiperbolica compacta M. Si f : M — M es un homeomorfismo con velocidad
de escape positiva con respecto a F, entonces existen infinitos compactos no
vacios de M, disjuntos, invariantes por f.

Diremos que un homeomorfismo en una variedad preserva una foliacién si
manda hojas en hojas. La siguiente dicotomia esta probada en [BFFP1, Clly.
3.10]

TEOREMA 1.15. Supongamos que F es una foliacion minimal de una 3-
variedad compacta M, y f: M — M es un homeomorfismo homotdpico a la
identidad que preserva F. Si f es un buen levantado de f, entonces o bien

(1) fﬁja todas las hojas de f;‘“, o bien



20 1. INGREDIENTES DEL TEOREMA 1

(2) F es R-covered uniforme y f actia como traslacion en el espacio de
hojas.

COROLARIO 1.16. Supongamos que F es una foliacion minimal de una 3-
variedad hiperbdlica M y f: M — M es un homeomorfismo que preserva J.
Sea f un buen levantado de f. Si f es minimal, entonces [ fija todas las hojas
de F.

DEMOSTRACION. Si se da caso (2) del Teorema 1.15, entonces f tiene
velocidad de escape positiva con respecto a la foliacidon. Asi que se aplica

directamente el Teorema 1.
O



Capitulo 2

Flujo pseudo-Anosov regulador

1. Definiciéon y existencia

En este capitulo se introduce el ingrediente méas importante de la prueba
del Teorema 1: el flujo pseudo-Anosov requlador de una foliacién.

DEFINICION 2.1. Un flujo ¢; : M — M es un flujo pseudo-Anosov to-
poldgico si preserva un par de foliaciones singulares transversas, W% y W%,
tales que

1. Todo par de érbitas en la misma hoja de W** son asintéticas a futuro y
todo par de orbitas en la misma hoja de W*" son asintdticas a pasado,

2. Las hojas singulares de W% y W% gon finitas, de tipo p-prong a lo
largo de una 6rbita periddica de ¢ (ver Figura 1).

Llamamos regulares a las 6rbitas de ¢ sin prongs. Del mismo modo, lla-
mamos puntos regulares a aquellos cuya érbita es regular.

Ficura 1. Modelo local de una 3-prong.

Una propiedad importante de los flujos pseudo-Anosov es la existencia de
orbitas periddicas.

PROPOSICION 2.1 ([Mo]). Si ¢y : M — M es un flujo pseudo-Anosov
topoldgico, entonces ¢; tiene infinitas orbitas periddicas.

El siguiente teorema se encuentra en [C1, Thm. 9.31], [F2], basado en
[T2].

21
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TEOREMA 2.2. Si M es una 3-variedad hiperbolica y F es una foliacion R-
covered de M, entonces existe un flujo pseudo-Anosov ¢ : M — M transverso
a F, tal que toda orbita de ¢ intersecta toda hoja de F.

Si ¢ es un flujo pseudo-Anosov topolégico transverso a F, en cada hoja
)

L € F existen G° y G* foliaciones singulares transversas de dimensién 1, dadas
por las intersecciones de W** y W** con L, que varian continuamente con L.

Llamaremos linea estable a un encaje de R en una hoja de G°. Es decir
que si G°(z) es una hoja de §° que no contiene prongs, entonces la tnica linea
contenida en ella es la misma G°(x). En cambio, si §°(z) contiene una prong,
habré varias lineas contenidas en G°(x), correspondientes a tomar cada uno de
los “caminos”posibles al llegar a la prong (ver Figura 2).

Del mismo modo, una linea inestable serd un encaje de R en una hoja de

g*.

95

FiGURrA 2. Una linea estable por una 3-prong.

Recordar que, como corolario del Teorema de Candel, las hojas de F con
la métrica inducida por la de H? son quasi-isométricas a H? via una quasi-
isometria con constante independiente de la hoja (Teorema 1.8). Diremos que
un par de quasigeodésicas de la misma hoja L € F se cortan a angulo 8 si las
geodésicas de H? que las sombrean (médulo la identificacién de L con H?) se
intersectan a dngulo 0 € [0, 7/2].

La construccién hecha en [C1, Thm. 9.31] de hecho muestra lo siguiente.

HECHO 2.3. Sea F una foliacion R-covered uniforme de una tres-variedad
hiperbolica M. El flujo pseudo Anosov dado por el Teorema 2.2 puede ser
considerado con las siguientes propiedades.

1. Regularidad y transversalidad. Las orbitas del flujo son curvas C*,
transversas a las hojas de F. Las foliaciones singulares W** y W*
son COL,

2. Lineas quasi-geodésicas. Existe C > 1 tal que toda parametrizacion
por longitud de arco {{(s)}ser de una linea estable o inestable en una

hoja L € F es un encaje C-quasi-isométrico de R en L. Es decir, para
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todos t,s € R se cumple
Cldp(e(t),L(s)) — C < |t — s| < Cdp(4(t),4(s)) + C.

3. Angulo de interseccién acotado. Existe 0y € (0,7/2] tal que el
dngulo de interseccion de cualquier par de lineas que se cortan dentro
de cualquier hoja de F es mayor a .

Fijada una foliacién R-covered uniforme de una tres-variedad hiperbdlica
M diremos que un flujo con las propiedades del Hecho 2.3 es un flujo pseudo-
Anosov regulador de F. Definimos la distancia dgs entre puntos z,y de una
misma linea estable en L. € F como la longitud del segmento de linea entre
ellos. Andlogamente definimos dgu.

2. Uniformidad del tiempo de avance

PROPOSICION 2.4. Si F es una foliacion R-covered uniforme de una tres-
variedad hiperbolica M vy qﬁt M — M es levantado de un flujo pseudo-Anosov
requlador de F, entonces, para todo par de hojas L,L' € 3" existe to tal que
para todo = € L se tiene ¢y(x) € L' para algin |t| < to.

La proposicién anterior es consecuencia de que la cantidad de tiempo que
hay que avanzar en un flujo transverso para ir de una hoja a otra solo depen-
de de la distancia Hausdorff entre ellas. Al considerar un flujo ¢y : M — M
transverso a F con la propiedad de que las 6rbitas de su levantado al cubri-
mlento universal intersectan todas las hojas de ff paracada L € F llamaremos

: M — R a la funcién tal que ¢y, (»y(z) € L. Observar que ¢, es continua

para toda L € 7.

LEMA 2.5. Sean F una foliacion R-covered uniforme en una tres-variedad
M,y 5 el levantado a M de un flujo transverso, cuyas orbitas intersectan toda
hoja de F. Luego, para todo d existe ty > 0 tal que, para todo par de hojas
L L e F a distancia Hausdorff menor a d, se tiene tp(x) < tq para todo
x € L.

DEMOSTRACION Si el resultado no fuera cierto, existirian una sucesién
de puntos z, € M y familias de hojas L, L], € F con Ty € L, tales que
dHaus(Ln, Ly,) < d, mientras que t7/ (x,) > n para todo n. A menos de com-
poner con transformaciones de cubrimiento y tomar una subsucesién, podemos
suponer que Tp — r € M , ya que las transformaciones de cubrimiento son

isometrias y conmutan con d; Notar que la distancia Hausdorff entre L] y la
hoja por x estd acotada independientemente de n, de modo que existe H € F
por encima de toda Lj,. Pero esto implicaria que tg(x,) > tr (z,) > n para
todo mn, con lo cual la érbita de x no podria intersectar nunca H.

O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.4. Como la distancia Hausdorff
entre cualquier par de hojas L, L’ € F es finita, el Lema 2.5 implica que la
funcién t;, es acotada en L.
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3. Contraccién y expansion de lineas

Supongamos que ¢ : M — M es un flujo pseudo-Anosov regulador para
una foliacién R-covered uniforme F y sean ¢ y F sus levantados a M. Para
todo par de hojas L, L' € JF definimos el mapa 77,1/ : L — L’ que manda un

punto z € L a la interseccién de su érbita por ¢ con L'. Lo siguiente sale de
[BFFP1, Fact 8.4].

PROPOSICION 2.6. Ewiste una constante X > 1 tal que para todo d > 0
existe un natural k tal que para todo par de hojas L, L' € F con L' > Z*(L),
se cumple que, para todo x € L, y1 € §%(x) e y2 € §°(x), se tiene

dS“(TL,L’(m)a TL,L’(yl)) Z )\d, S7 dgu(x,yl) Z d
y  dgs(rr,0(x), 71,10 (y2)) < AN, sidgs (2,92) > d,
siendo Z : M/ff — M/S’ un mapa de estructura de JF.

Puesto que a escalas muy pequeiias se debe esperar mas tiempo para tener
contraccién y expansién de tasa A, por conveniencia fijaremos la constante d =
1y el iterado Z* correspondiente segin la proposicién anterior, de modo que
se tenga expansion y contraccién de tasa A en toda escala mayor a 1. De aqui
en méas llamaremos el mapa de estructura de una foliacién R-covered uniforme
F al iterado Z*. Por simplicidad notaremos por Z al mapa de estructura a
partir de ahora.

4. Propiedades de las foliaciones singulares

Supongamos en lo que resta de esta seccién que F es una foliacién R-
covered uniforme y que ¢ : M — M es un flujo pseudo-Anosov regulador para

F. Sean F y 5 sus levantados a M.

HecHo 2.7. En toda hoja L € F toda hoja de la foliacion singular G° de
L corta a lo sumo en un unico punto a cada hoja de G".

Es consecuencia de un poco de geometria hiperbdlica elemental el siguiente
hecho.

HecHO 2.8. Para todo 6 € (0,7/2) y d > 0 existe d > 0 tal que, si o, 1
y Bo son geodésicas de H? tales que cada f; intersecta o en un punto x; con
dngulo 0; € [0,7/2], y se cumple d(x1,x2) > d', entonces d(31,f2) > d.

Sea C' > 0 tal que para toda L € F toda linea ¢ C L estable o inestable estd
contenida en el C-entorno de una geodésica gy de L (médulo la identificacién
de L con H?).

LEMA 2.9. Eziste Q > 0 tal que en toda hoja L € 15, para todo x € L,
toda linea estable ¢° por x y toda linea inestable £* por x, las geodésicas ges
geu se intersectan en un punto ' con dp(x,x') < Q.
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DEMOSTRAgIéN. Sea 6y del Hecho 2.3.3. Luego existe @) tal que, para
cualquier L € F y cualquier par g1, g2 de geodésicas de L que se cortan a
angulo 0 € [0y, 7/2], la interseccién Br(g1,C) N Br(g2,C) de sus C-entornos
en L tiene didmetro menor a ). Ahora dados x € L, £ y £, si gpu Ngps = {2},
se tiene x € Br(gpu, C) N B (ges, C). Asi que dp(z,2') < Q.

O

y todo
> K. Del
,5"(y)) >

LEMA 2.10. Para todo K existe R tal que para toda hoja Led
x €L, siy € G%x) cumple dgu(x,y) > R, entonces dr,(5%(z), 5°(y))
mismo modo, siy € §%(x) cumple dgs(z, y) > R, entonces dr,(§"(z)
K.

DEMOSTRACION. Fijado K, sea d’ dado por el Hecho 2.8 para d = K +2C
y 8 = 0y del Hecho 2.3.3. Siendo @ la constante del Lema 2.9, sea R > 0 tal que
en toda hoja L, si z,y € L estdn en la misma linea inestable y dgu(z,y) > R,
entonces dr,(z,y) > d' + 2Q (tal R existe por el Hecho 2.3.2).

En ese caso, se tiene dr,(5%(x),9%(y)) > K. Efectivamente, si ¢* es una
linea inestable que une a x e y y ¢, y £, son lineas estables por x e y respec-
tivamente, sean =’ = gg, N geu € ¥’ = go, N geu. Luego

dL(Jf/aZ//) > dL(xay) - 2Q > d,a

asi que
dr,(le, by) > dr(ge,, 9e,) —2C > K.
d

Las érbitas periddicas de ¢ cumpliran un rol importante en lo que sigue, por
lo cual es conveniente registrar aqui algunas de sus propiedades. Supongamos
que ¢ es una érbita periddica regular de ¢ y sea 5 C M una componente conexa
de su preimagen por el mapa de cubrimiento. Observar que § es una Grbita
regular de gz~5 que, por lo tanto, intersecta cada hoja L € F en un tnico punto,
que llamamos x7,. Tomando un entorno B de § sin puntos singulares se puede
definir una parametrizacién por longitud de arco {ayy)(s)}ser de cualquier
linea inestable por un punto y € B, de modo que Oég(y)(S) varie continuamente
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con y dentro de B. Para cada L € F notaremos por ar, a agu(y, ). El siguiente
hecho se sigue de la continuidad uniforme de a (¢) en las condiciones iniciales.

HEcCHO 2.11. Para todos T'> 0 y e > 0, existe d > 0 tal que para toda
Led,siye L cumple dy(rr,y) < d, entonces dr(ar(t), agy)(t)) < e para
todo |t| < T y toda L(y) linea inestable por y.

También vale un hecho andlogo a 2.11 para lineas estables.
La propiedad siguiente se deduce de [BFM, Prop. 2.24]

PROPOSICION 2.12. Si ¢y : M — M es un flujo pseudo-Anosov requlador
de una foliacion R-covered uniforme de M, entonces mingun par de orbitas
periodicas de ¢ son homotopicas.

Para una transformacién de cubrimiento v € m1(M) llamamos g, a la

geodésica de H3 invariante por «. Consideremos m : M — M el mapa de
cubrimiento. Si « es una curva cerrada en M, existe una transformacién de
cubrimiento v € 71 (M) que deja invariante una componente conexa de 7! (a).
Diremos en ese caso que 7y es asociada a la curva «. Lo que sigue es [GH, Ch.
8, Thm. 30]

PROPOSICION 2.13. Sea ¢y : M — M un flujo requlador de una foliacion
R-covered uniforme de M. Si n,v € m (M) son representadas por orbitas
periddicas distintas de ¢, entonces v y n no comparten ningun punto fijo en

el borde de H?.



Capitulo 3

Existencia de compactos invariantes

1. Conclusion del Teorema 1

A partir de ahora suponemos que F es R-covered y uniforme, y llamamos
¢t : M — M a un flujo pseudo-Anosov regulador para F (Hecho 2.3). Consi-
deramos también un homeomorfismo f : M — M homotépico a la identidad
con velocidad positiva con respecto a F, y f el buen levantado de f a M.

La prueba del Teorema 1 se basara en las dos proposiciones que estan
a continuacioén, que probaremos en las préximas subsecciones. Recordar que,
para v € 71 (M) llamamos g, a la geodésica de H3 invariante por 7.

PROPOSICION 3.1. Para toda v € w1 (M) asociada a una drbita periddica
regular de ¢, existe un cerrado T', C M, invariante pory y por f, que intersecta

toda hoja de F en un compacto no vacio. Ademds, existe ro tal que, para todo
r > ro, el cerrado mazimal invariante dentro del r-entorno de g, es T .

Figura 1. Tlustracion de la Proposicion 3.1.

Un elemento « € 71 (M) se dice primitivo cuando la igualdad o = 87 para
algin 5 € w1 (M) y j > 0 implica que j = 1.

PROPOSICION 3.2. Si vy y n son elementos primitivos de w1 (M) asociados
a drbitas periddicas regulares distintas de ¢, entonces m(Ty) es disjunto de
m(T}).

Empecemos viendo que los cerrados invariantes 7', se proyectan a cerrados
en M.

27
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LEMA 3.3. Para toda v € m (M) asociada a una orbita periddica reqular
de ¢, la proyeccion w(Ty) es compacta.

DEMOSTRACION. Alcanza con ver que 7~ 1(7(T)) es cerrado en M, ya que
entonces 7(7T’,) serd cerrado en M, que es compacta. Se tiene

()= J T

nem1 (M)

Como los conjuntos 7T’y son cerrados en M , basta con probar que todo com-

pacto de M intersecta solo una cantidad finita de ellos. La Proposicién 3.1
garantiza que T, estd en el r-entorno de la geodésica g, para cierto r > 0.

Dado K C M compacto, sea B una bola de M que contenga a K, lo suficien-
temente grande como para que la distancia de K al borde de B sea mayor a
r. De este modo, si la geodésica ng, es disjunta de B, el trasladado nT’, no
intersecta K. Como la accién de m1(M) en M es discreta y 7(gy) es cerrada
en M, solo para finitos n € w1 (M) el trasladado 7g, intersecta B, asi que solo

finitos trasladados de T intersectan K.
O

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 1.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Por la Proposicién 2.1, existen infini-
tos elementos en 71 (M) asociados a drbitas periddicas regulares distintas de
¢. Gracias al Lema 3.3 y la Proposicién 3.2, siendo v y n cualquier par de
ellos sabemos que 7(7%) y w(7T},) son compactos disjuntos en M. Como T, y

T;, son no vacios y f-invariantes, se proyectan en M a compactos no vacios y
f-invariantes.
g

2. Construccién de buenos entornos

Fijemos v € 71 (M) asociada a una 6rbita periédica regular 6 de ¢. Sea §la
componente conexa de 7~ '(§) invariante por . Manteniendo la notacién del
Capitulo 2, para cada L € J llamamos xy, al punto de interseccién de § con
L. Recordar que para cada hoja L € F y cada punto x € L llamamos §°(z) y
G"(z) a la interseccién de W**(z) con L y de W**(x) con L respectivamen-
te, y ar(s) a una parametrizacién por longitud de arco de §%(x1) que varia
continuamente con L.

Para probar la Proposicién 3.1 seguiremos una estrategia similar a lo hecho
en [BFFP1, §8]. Para todo 7 € R notamos u} = ar(r). Para r # 0 sea I}
la componente conexa de L \ §°(u}) que contiene a xy. Consideramos los
conjuntos U7, U; C M dados por Ul =Upeg L\ I y U3 = UL\ I
De manera anéloga, si (1, es parametrizacién por longitud de arco de §%(xp),
escribimos v} = Br(r) y definimos J} como la componente de L\ §%(v} ) que
contiene a xr. Luego definimos Vi =, 7L\ J vy Vo =U, 3L\ J.

Notaremos por U" a la unién Uy UU3 y por V" a V" U VY (ver Figura 2).
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Figura 2. U" y V" vistos en una hoja L.

OBSERVACION 3.4. Para todo r > 0 se cumple

1. St s >r, entonces U C U y V2 C V]

2.9(Vi") =V yy(U]) = U}

3. Existe K > 0 tal que §%(xr) \U" y §%(xzr) \ V" estdn contenidos en
Bi(z1,K), para toda L € F.

4. qu(g) no intersecta V' y W¥(8) no intersecta U".

LEMA 3.5. Para todo r > 0, existe d > 0 tal que para toda L € F y todo
y € §%(xr) con dgs(xp,y) < d, se tiene §%(y) C Br(§%(z),1)UU".

DEMOSTRACION. Observar que en toda hoja L se tiene o, (T) € U] para
todo T' > r. Gracias al Lema 2.10, para T' suficientemente grande existe £ > 0
tal que € < dp(ar(T),5°(u})) para toda L € F. Por el Hecho 2.11, existe d
independiente de L tal que para todo y € L con dr(xr,y) < d, cualquier linea
inestable £(y) cumple ay,(T) € Uj. También podemos suponer que d <,y
esto implica que ay,(to) € §°(up) para algin 0 < to < 7. Como §*(y) no
intersecta §°(u}) mds de una vez (Hecho 2.7), necesariamente oy, (t) € Uy
para todo t > T

Por otra parte, también en toda hoja L se tiene ar,(—1) € UJ. Si elegimos
e de modo que también cumpla € < dp,(ar(=T), 5°(u})), entonces ay,(—t) €
Uj para todo ¢t > T. Esto singifica que §%(y) € Br(5%(xr),e) UU". Pidiendo
que sea € < 1, concluimos lo que queriamos.

O



30 3. EXISTENCIA DE COMPACTOS INVARIANTES

3. Invariancia de buenos entornos

Sea Z : M / F—-M /CT" el mapa de estructura de F. Recordar que, dado
T € M llamamos F (x) ala hoja de F por z y escribimos fk > Z para denotar
que .’f(fk( )) estd por encima de Z(CT"( )) para todo x € M.

PROPOSICION 3.6. Supongamos que k es tal que fk > Z. Entonces existe
rr > 1 tal que para r > 1y se cumple fk(Ur) c Uty i vy c vt

Llamamos ¢ : M — M al mapa que manda un punto z a la interseccién

de la 6rbita de % por z con la hoja por fk(x) Observar que ¢ r conmuta con
toda transformacion de cubrimiento.

Como en la Secciég 4, llamamos A > 1 a una constante tal que, para todo
par de hojas L,L" € F con L' > Z(L), el mapa 71, 1, multiplica longitudes
(mayores a 1) dentro de §* por A y las longitudes (mayores a 1) dentro de §*
por A~L. (Proposicién 2.6).

LEMA 3.7. Supongamos que k cumple f* > Z. Entonces para i = 1,2 y
todor > 1 es ¢p(UT) CUNM y dpr(V) C VPV

DEMOSTRACION. Dado = € Uj, sean L la hoja por z y L' la hoja por
fk(:v) Observar que ¢¢x(z) = 7, 1/(z). De la Proposicién 2.6 se sigue que
dgu(xpr,mr 1/ (uy)) > Ar, asi que 77, 1/(5°(u})) = §°(7r,1(u})) estd conteni-
do en U}". Esto quiere decir que 77 1/(UJ N L) estd contenido en U}". En
particular, ¢ px(z) = 71,1/ (7) € U7.

La prueba para Uj y V;" es andloga.

O

LEMA 3.8. Para todo k € N existe Ky, tal que
para todo x € M.
DEMOSTRACION. La funcién z d,f(fk( (fk(:z:),¢fk(x)) es continua y
71 (M )-invariante. Es decir, para todo z € M v € (M), se tiene
d§(fk(vz))(fk(7x) d)f’f (Vx))
= g oy OV (@), 70 i ()
= d (’YJW% ), 7¢f’€(x))
d F(F( x)( (), ¢fk( T)),

dado que fy ¢ conmutan con v y que 7 es una isometria entre L y vL para
toda L € F. N
Como M es compacta, esto implica que dgr(fk(w))(fk(:v), ¢sr(r)) es acotada

en M.
O
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Vale la pena mencionar que el lema anterior no depende de que f tenga
velocidad de escape positiva con respecto a F. De hecho, tampoco depende
de que el flujo sea regulador de la foliacion. Cualquier par de mapas hq, hs :
M — M a distancia acotada de la identidad, que sean levantados de mapas
en M,y que cumplan que hq(x) estd en la misma hoja de F que ho(x) para
todo z € M , estaran a distancia uniformemente acotada en las hojas.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.6. Estamos suponiendo que k cum-
ple f¥ > Z, asi que ¢ (UT) C U{" para todo r > 1 (Proposicién 2.6).

Sean K} dado por el Lema 3.8 y R > 1 tal que, para todos z,y € M con
y € §%(z) y dgu(z,y) > R, sea d(5°(x),5°(y)) > K} (tal R existe por el Lema
2.10).

%ea rr > 1 tal que A\rp — (rp + 1) > R. Luego, para todo r > r; y toda
Le §"’ se tiene

dgu(u)”, ui™)y = r — (r+1) > R,

asf que dp,(LNUM, L\ U™) > K}, para toda L € 7.
Supongamos que f¥(UT) no estuviese contenido en U7 ™. Entonces existirfa
x € U] para el cual, si L es la hoja por fk(x), tendriamos

dp (fF(2), ¢ pn(x)) > dp(fF¥(2), UM N L) > Ky,

contradiciendo el Lema 3.8. Concluimos entonces que f*(UT) C Uittt (ver
Figura 3).
Razonando de modo analogo se prueba que fk(UZT ) C Uy iy kao (V) c
V?H para todo r > ry,.
]

T+
Ul

Ficura 3.
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4. Propiedades de escape

Recordar que llamamos 7 a una transformacién de cubrimiento asociada
a una Orbita periddica regular ¢ del flujo pseudo-Anosov regulador ¢, y § a la
componente conexa de 7~ 1(d) que es invariante por .

PROPOSICION 3.9. Si k es tal que f* > Z yry, es dado por la_Proposicién
8.6, entonces, para todo x € U;*, y € V'* se cumple d(f™*(x),5) — +o0 y
n

d(f~"(y),8) — +oo.
La proposicién anterior se sigue de las siguientes dos propiedades.

LEmMA 3.10. 5% k es tal que fk > Z y r es dado por la Proposicion
3.6, entonces para todo x € U™, si L, es la hoja por f"k(:v), se cumple
dr, (w1, ™ (x)) — +oo.

Andlogamente, para todo y € V™, si Ly, es la hoja por f_"k(y), se tiene
dr, (e, f5(y)) — +oo.

DEMOSTRACION. Supongamos que z € U;*. El Lema 2.10 garantiza que
dr, (zr,,Up*™" N L,) — 400, puesto que dgu(zp,,u}t ™) = r +n — +oo.
n n n

Urk—l—n

Por su parte, la Proposicion 3.6 nos da que fnk(:v) € U;*"", con lo cual

dr,(zr,, f™(x)) — Fo00.

Las pruebas si z € Uy* 6 « € V¥ son anélogas.
O

LEMA 3.11. Para todo K > 0 eziste K' > 0 tal que B(5, K) estd contenida
en la union U, .5 Br(vr, K').

DEMOSTRACION. Como « es una isometria en M y § es y-invariante, fijado

K >0, el entorno B(3, K) es y-invariante. Ademés el cociente de B(d, K) por
la accién del subgrupo de 1 (M) generado por 7y es compacto (es homeomorfo

a un toro s6lido). Sea h : M — R que asigna a un punto y en una hoja L la
distancia dp(xr,y). Como h es una funcién continua y v-invariante, se sigue

que h estd acotada en B (5~, K), lo cual prueba lo que queriamos.
O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.9. Sale directamente de los Le-
mas 3.10 y 3.11.
O
5. Construccién de cerrados invariantes

El objetivo de esta parte es probar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.12. A menos de remplazar fpor una potencia, existe rg
tal que, si U; = U y V; = V%, se tiene
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1 f@) cUy [ (V) C Vi, - R
2. existe K > 0 tal que, para toda L € F, los conjuntos L\ (UU f(V)) y
L\ (VU f~Y(U)) estdin contenidos en Br(zr,K), y

3. para todo x € Uy, y € V; es d(f™(x),0) — +oo y d(f"(y),0) — +o0.

Para eso primero veremos que tenemos propiedades similares para el flujo
regulador.

LEMA 3.13. Si k cumple fk > Z yry es dado por la Proposicion 3.6, sean
U=U*UU* yV = V/*UV* Entonces existen N > 0 y j > 1 tales
que tanto M\ (U U ¢ i (V)) como M\ (VU ¢4-ir(U)) estdn contenidos en
ULengL(vaN)-

FiGura 4. Tlustracién del Lema 3.13.

DEMOSTRACION. Sea d > 0 dado por Lema 3.5 para r = r,. Sea k' > 0
dado por Prop 2.6 aplicada a d. Sea 7/ > 1 tal que N'd > ry. Se sigue que,
para toda hoja L, si L' > Zk/j/(L)7 el mapa 77, 1/ lleva segmentos de §°(xr)
de longitud ry en segmentos de §°(z) de longitud menor a d. Sea j = k'j’.

Sea x € M\V y sean L la hoja por z y L' la hoja por fjk(x) Veremos que
¢fjk($)~€ UUBr(5*(xr),1) (Ver figura 4). Observar que ¢ x(z) = 71,1/ (7).
Como f* > Z, es L' > ZJ(L). Luego ds (17,1 (v)*), 21/) < d, asi que, por el
Lema 3.5

71,0(§"(v}")) = 9" (7,0 (")) C B (§"(wr), 1) UT.
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Entonces 77, 1/(L \ V') estd contenido en B/ (§%(z1/),1) UU vy, por lo tanto,
¢pir(z) € Br/(§*(wrr),1)UU. Siendo N = 7y, + 1, tenemos que M\ (¢pir(V)U
U) estd contenido en |J, .5 Br(zr, V). Como esto se sigue cumpliendo para
cualquier N’ > N y m > j, por un razonamiento similar podemos suponer
que también se cumple M \ (ps-i(U)UV) C Br(xr, N).

O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.12. Sean k tal que f’“ > Z (Le-
ma 1.12) y rg := r dado por la Proposicién 3.6. Tomando d > 0y j > 1 del
Lema 3.13 y K del Lema 3.8, remplacemos fvpor su iterado ]?]k Si definimos
K = d+ Kjyj, tenemos que L\ (U™ U (V™)) y L\ (V™o U f~1(U™)) estén
contenidos en By (xr, K) para toda L € 7. Ademss, la Proposicién 3.6 garan-
tiza que f(UZm) curtty f_l(V[O) c Vot de modo que f(UZTO) cU’y
ffl(‘/;m) C V. El punto 3 se cumple por la Proposicién 3.9.

g

6. Conclusién de la prueba

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.1. En primer lugar, observemos
que alcanza probar el resultado para algun iterado de ]? Esto es pues, si
T§ C M es cerrado invariante por fk y por 7, v es el maximal invariante en el
r-entorno de g, para todo r > r(, definimos T, = U;?:fk J?J(Té) Luego T, es
cerrado vy-invariante, y es f(Ty) = T. Definiendo ro = r(, + 2kd, en particular
T, es fk—invariante contenido en el ro-entorno de g, de modo que T, = Tfy,
asi que T7, es f-invariante.

Remplazamos entonces fpor un iterado para el cual exista ry de modo que
se cumplan los puntos 1, 2 y 3 de la Propomclon 3.12. Sea K > 0 tal que en
toda hoja L € F tanto L\ (f(V)NU) como L\ (f~1(U)NV) estén contenidos en
la bola Br(zr,K) y que §%(x) C Br(xr, K)UU y §%(x) C Br(xp, K)UV
(para tener esto ultimo alcanza con que sea K > 79).

Para toda hoja L € g", por brevedad notaremos UZ-L =U,NL, ViL =V,NL,
Ulb=UnLyvl=vnL.

Consideramos

D= Bi(z1, K).
LeF
y, para cada n € N,
n
R =D v Q= ﬂf
k=0

Observar que D es cerrado y, por lo tanto, R" y Q™ también lo son.

AFIRMACION 3.14. Si C C M es un conexo que intersecta Vi y Vo pero no
intersecta U, entonces C intersecta R™ \'V para todo n € N.
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Andlogamente, si C intersecta Uy y Us pero no V', entonces C intersecta
Q" \ U para todo n € N.

i

DEMOSTRACION. Haremos la prueba por induccién en n, inicamente para
R™ ya que la prueba para Q" es andloga. Sea C C M un conexo que intersecta
V1 y V5 pero no intersecta U.

Observar que R? = D. Recordar que qu(g) no intersecta V' y estd con-
tenida en D U U. Como qu(g) separal M en dos componentes, una de las
cuales contiene a Vi, y la otra a V3, tenemos que C' tiene que intersectar W,
Asi que C intersecta D\ U.

Ahora supongamos que todo conexo C’ que intersecta Vi y V5 pero no U
tiene que intersectar R\ V y sea C' un tal conexo. Como f~1(V;) C V;,
resulta que f_l(C) es un conexo que intersecta V7 y Vo. También, el ser U C
f_l(U ), tenemos que f_l(C) no toca U. Luego, f_l(C) tiene que intersectar
R\ V, asf que C intersecta f(R"')\ f(V). De nuestra eleccién de K se
sigue que el complemento de f(V) U U esta contenido en D, asi que, como C'
no toca U, concluimos que la interseccién C' N f(R"™1)\ f(V) est4 contenida

en C N f(R" 1) N D. Ademés, esta interseccién no toca V, ya que V estd

contenido en f(V). Como es R" = f(R"') N D, obtenemos que C intersecta
R™\ V como queriamos.
O

Wer [Mol.
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Ahora, fijadosn e Ny L € 5”, notaremos R} = R"NLy Q}F = Q"N L.
Por la afirmacién 3.14 sabemos que R? UUZ% \ V separa Vi de V3£, mientras
que R™\ V no los separa. Por lo tanto, existe una componente conexa C' de

7\ V que intersecta U; y Us. Luego, otra vez por la afirmacién 3.14, tenemos
que C intersecta Q7. En particular concluimos que R} intersecta Q7.

Finalmente, definimos

=[R"NQ™
n>0
Luego T’, es f-invariante por construccién, y es y-invariante dado que D lo es
y que f conmuta con . Ademads, la interseccién de T’y con toda hoja L & F
es el compacto no vacio (), R} N Q7F.

Por otra parte, observemos que existe ro tal que T estd contenido en el
ro-entorno de g, ya que 0 es homotdpica a la proyeccién de g,. Veremos que
T, es el maximal invariante en todo r-entorno de g, con r > ry.

Del punto 2 de la Proposiciéon 3.12 se sigue que M \ D estd contenido en
Uu f(V) De modo que el punto 3 de 3.12 implica que todo punto x fuera de
D cumple d(f"(a:),gv) — +00 0 bien d(f_”(az),gy) — Fo0.

Supongamos ahora que S C M es finvariante contenido en el r-entorno
de g, para cierto r > 7. Por la observacién anterior, necesariamente S esta
contenido en D, asi que S = f*(S) est4 contenido en f™(D) para todo n € Z.
Por lo tanto,

Sc () /HD)nf (D) =T,
n>0

Esto termina la demostraciéon de la Proposicién 3.1.

7. Prueba de la Proposicién 3.2
La Proposicion 3.2 sale de los siguientes dos lemas.

LEMA 3.15. Sean v,n € m (M) asociadas a drbitas periddicas requlares de
¢, tales que (n) N (y) = {1}. Entonces Ty y T, son disjuntos.

Observar que, si v € m M estd asociada a una oOrbita periddica de ¢,
entonces para toda n € m1(M) el elemento nyn~! estd asociado a la misma
orbita periddica de ¢. De modo que, por la Proposicién 3.1, tiene sentido

hablar de Tmn

LEMA 3.16. Sivy € w1 (M) es asociada a una érbita periddica regular de ¢,

entonces para toda n € m (M) es nTy = T,

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.2. Sean v,n asociadas a Orbitas
periédicas regulares o, y o0, respectivamente.
Se tiene
-1 -1
™ (n(1)) = U oy y 7w (n(Ty) = U oTy
aem (M) agm (M)
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Si m(Ty) N m(T,) # 0, entonces existe o € w1 (M) tal que T, intersecta
T),. Por el Lema 3.16 esto significa que T,,,,-1 intersecta T),. Del Lema 3.15
obtenemos que {aya~t) N (n) # {1}. Como 1 y ~ son primitivas, resulta que
7 tiene que ser conjugada a <y o a su inversa. Se deduce que o, es homotépica

a o, o su inversa, lo cual, gracias a la Proposicién 2.12, implica que o, = 0.
O

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.15. Si (y)N(n) = {1}, segin la Proposicién
2.13, las geodésicas g, y g, no comparten ningin punto limite en el borde de
H3. Por otra parte, existe r tal que T, estd contenido en el r-entorno de g, y
T en el de gy, como garantiza la Proposicién 3.1. Supongamos por absurdo
que existiera z € T, N T;. Dado que f tiene velocidad de escape positiva con

respecto a &, la orbita de x por fescapa de todo compacto en M (Corolario
1.14). Como los puntos borde de g, y g, son distintos, la interseccién de sus
r-entornos es acotada, pero 1%, N T}, que esta contenido en la interseccién de
estos entornos, también es f—invariante, lo cual da una contradiccion.

0

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.16. Para ver que nT, = T, -1 alcanza con
probar que 1T, esta contenido en T,,,-1 para toda n € 71 (M) y v € 71 (M)
asociada a una drbita periddica de ¢. En efecto, en ese caso tenemos que
77*1Tm,771 C Ty, y entonces 1,1 C nT.

En primer lugar, se cumple que n7’, es invariante por nyn~t, pues

(™ Ty =Ty = Ty,
ya que T, es -invariante. Como T’ es f—invariante y fes un buen levantado,
también se cumple N N
InTy =nfT, =nT,,
asi que 0T es f—invariante.

Para probar que nT%, C T,yn~!

es suficiente ver que existe Ry tal que, para
todo r > Ry, el cerrado maximal invariante por nyn~! y por J?en el r-entorno
de gpy,-1 es 1Ty Por un lado, existe Ry tal que, para todo r > Ry, el cerrado
maximal invariante por n y por f dentro del r-entorno de g, es T,. Notar
que g, p-1 = 1gy, por lo tanto, para r > Ry sabemos que nT, es un cerrado
invariante en el r-entorno de g,.,-1. Ademas, dado cualquier cerrado C' dentro
de este entorno, se tiene que n~'C es cerrado contenido en el r-entorno de [

Si C' es invariante por nyn~! y por f, entonces
-1 -1 -1 -1
o C=m )y C=n"C,
es decir que n~1C es v-invariante. También fn*C = 77*1]?0 =n~1C, asi que
n~'C es f-invariante. Por lo tanto, se tiene n~'C C T, con lo cual C C nT.
De lo anterior resulta que 1T, es el cerrado maximal invariante contenido en
el r-entorno de 7,1, ast que nTy C T,

nyn~=1:
O
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